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Цель работы. Пусть U и # ~ конечномерные банаховы простран-
ства, dim 11 = dim 5- операторы L. М € £(il; 5)- Поставим задачу Коши
ы(0) = ио (1)
для линейного операторного уравнения соболевского типа
{0}. (2)
Если в пространствах U и # фиксировать некоторые базисы, то опера-
торам L и М можно поставить в соответствие квадратные матрицы
L и М порядка dimil, а уравнению - вырожденную (т.е. detl, = 0)
линейную систему обыкновенных дифференциальных уравнений.
Целью диссертации является построение численного алгоритма для
решения задачи (1), (2) и разработка экономических приложений си-
стемы уравнений (2). Отправными точками послужили теория отно-
сительно cr-ограниченных и относительно р-радиальных операторов и
вырвжденных аналитических и сильно непрерывных групп операто-
ров, разработанная Г. А. Свиридюком и В. Е. Федоровым, и динамиче-
ская модель межотраслевого баланса В. Леонтьева "затраты-выпуск"
с учетом запасов.
Актуальность темы. Как хорошо известно, первые результаты о
разрешимости однородного (т.е. / = 0) уравнения (2) были получены
Ф.Р. Гантмахером. Основываясь на общей теории пучков матриц цЬ —
М, где L и М ~ произвольные прямоугольные матрицы одних и тех
же размеров, разработанной К. Вейерштрассом и Л. Кронекером, Ф.Р.
Гантмахер дал исчерпывающий ответ о решениях однородной системы
обыкновенных дифференциальных уравнений.
Именно эти результаты легли в основу работ С.Г. Крейна и его
учеников, в которых изучена задача (1) для однородного уравнения
Iu = Mu, kerL£{0} (3)
в бесконечномерных банаховых пространствах при условии фредголь-
мовости оператора (т.е. inclL = 0). Независимо от этих результатов
М.И. Впншк предложил свой подход к решению задачи (1), (3). Одна-
ко ввиду большой технической сложности методы работ до сих пор не
превратились в численные алгоритмы.
С другой стороны, предположим, что национальная экономика не-
которой страны состоит из п отраслей, и пусть a,-j представляет собой
коэффициент затрат, показывающий количество единиц продукции от-
расли г, необходимое для производства единицы продукции отрасли j.
Тогда взаимосвязи между валовыми выпусками х\. х^,... х„ п отраслей
экономики и так называемым конечным спросом, включающим в себя
потребление и новые инвестиции, удовлетворяют следующей системе
(1-А)х = у. (4)
Система (4) в экономической литературе получила название "си-
стема Леонтьева "затраты-выпуск"". Для исследования динамики за-
висимости валового выпуска от конечного спроса В. Леонтьевым была
предложена модифицированная система
(1-А)х-Вх = у. (5)
Здесь В - квадратная матрица того же порядка, что и матрица А.
Элемент Ъ^ матрицы В представляет собой запас продукции отрасли
г, требуемый для производства единицы продукции отрасли j. Поэто-
му компоненты вектора Вх описывают скорость прироста всех видов
запасов, т.е. скорость накопления или свертывания всех видов капита-
ла в их взаимосвязи с изменениями скоростей выпуска i всех отраслей.
Система уравнений (5) была названа "системой Леонтьева "затраты-
выпуск" с учетом запасов" или "динамической моделью Леонтьева"
в отличие от "стационарной модели Леонтьева" (4). Уравнения Леон-
тьева (4) и (5) стали объектом многих глубоких как теоретических,
так и прикладных исследований. В этой области укажем на работы
М.Моришимы, Ш. Хошимуры и др.
В свою очередь уравнение (2) является объектом пристального вни-
мания многих математиков. Интересные результаты были получены
Н.В.Зубовым и В.Ф. Чистяковым. Ю.Е. Бояринцев предложил при-
ближенные методы решения вырожденных систем обыкновенных диф-
ференциальных уравнений, основанные на использовании обобщенных
обратных матриц.
Особое место в этом кратком обзоре занимают работы Г.А. Свири-
дюка и Г.А. Свиридюка и Т.Г. Сукачевой, в которых метод фазового
пространства применяется к исследованию задачи (1), (2) при усло-
вии, что вектор-функция / = f ( u ) . При некоторых дополнительных
условиях на вектор-функцию / показано, что фазовым пространством
уравнения (2) является гладкое С ^-многообразие.
В заключение отметим, что важность и необходимость изучения
уравнений вида (2). (3) отмечали И.Г. Петровский и Ж.-П. Лионе.
Методы исследования. Основным методом наших исследований
является метод фазового пространства. Суть его вкратце сводится к
следующему. Сингулярное уравнение (3) редуцируется к регулярному
u = Su, (6)
определенному однако не на пространстве ii, а на некотором его под-
множестве ф С Я, понимаемом нами как фазовое пространство исход-
ного уравнения (3). Затем ищется разрешающая (полу)группа уравне-
ния (6), которая оказывается разрешающей (полу)группой уравнения
(3). Вырожденные аналитические группы и вырожденные сильно не-
прерывные полугруппы обладают рядом свойств, решительно отлича-
ющих их от прототипов. Поскольку в конечномерном случае группы и
полугруппы совпадают, то мы воспользуемся свойствами тех и других
для создания .численного алгоритма решения задачи.
Новизна полученных результатов. Основным результатом дис-
сертации следует считать построение численного алгоритма решения
задачи (1), (2), основанного на теории относительно а-ограниченных
и относительно р-радиальных операторов и вырожденных аналитиче-
ских групп операторов. По численному алгоритму создан программный
продукт для расчета экономики коммунального хозяйства малых горо-
дов по заказу администрации города Еманжелинска. Созданные про-
граммы могут быть тиражировании для других малых городов Рос-
сии.
Теоретическая и практическая значимость. Теоретическая
значимость полученных результатов заключается в разработке числен-
ного алгоритма для решения задач вида (1), (2). Практическая значи-
мость заключается в том. что полученный алгоритм был применен к
расчету экономики коммунального хозяйства г. Еманжелинска.
Апробация работы. Результаты диссертации докладывались на
конференции "Дифференциальные и интегральные уравнения" (Одес-
са, 2000), на Четвертом сибирском конгрессе по прикладной п инду-
стриальной математике, ИНПРИМ-2000 (Новосибирск, 2000), на Воро-
нежских зимней (Воронеж, 1999) и весенней (Воронеж, 1999) математи-
ческих школах, на семинаре факультета экономики и финансов ЧелГУ
и на семинаре проф. Г.А. Свиридюка.
Публикации. По теме диссертации опубликование б работ, список
которых приводится в конце автореферата. Результаты, вошедшие в
диссертацию получены автором. .
Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения,
трех глав и списка литературы. Объем диссертации составляет 97
страниц. Библиография содержит 106 наименований работ российских
и зарубежных авторов.
СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ
Во введении обосновывается актуальность темы исследования,
определяется цель работы, дается обзор литературы по исследуемой
проблематике, кратко излагаются основные результаты диссертации.
В заключение введения автор выражает признательность научному ру-
ководителю, главе администрации г. Еманжелинска Ю.Я. Горбунову,
коллективу кафедры математического анализа ЧелГУ, своим родите-
лям Наталье Григорьевне и Виктору Владимировичу и своей жене На-
таше.
В первой главе содержится адаптация теории относительно опе-
раторов и вырожденных аналитических групп операторов в конечно-
мерной ситуации. Сразу отметим, что термин "(Ь,а)-ограниченный
оператор" заменен на термин "относительно регулярный оператор".
Пусть 11 и £ - конечномерные линеалы, dim il = dim#, операторы
i, M e ДВД.
, В п.1.1 рассматриваются свойства относительных резольвент,
устанавливается их аналитичность и вырожденность.
Определение 1 Множество
P
L(M) =± {ц € С : (ц1 - Af)-1 € Ш; И)}
называется резольвентным множеством оператора М относительно
оператора L (короче, L-резольвентным множеством оператора М).
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Множество (ть(М) — C\pL(M) называется спектром оператора М от-
носительно оператора L (короче, L-спектром оператора М).
Лемма 1 Справедливо только одно из следующих утверждений:
(г) либо aL(M) = С.'
(И) либо L- спектр оператора М состоит из конечного множе-
ства точек.
В п. 1.2 рассматриваются свойства относительно регулярных опе-
раторов.
Определение 2 Оператор М называется регулярным относительно
оператора L (короче, L-регулярным), если pl(M) •£ 0.
Пусть оператор М L-регулярен, а контур Г = {fi £ С '• Н = г}
ограничивает область, содержащую L-спектр оператора М. Тогда ин-
тегралы типа Ф. Рисса
являются проекторами. Положим il° = kerP, 3* = kerQ; il1 = imP,
51 = imP. Обозначим через L* (Л/t) сужение оператора L (M) на И*,
k = 0, 1.
Теорема 1 Пусть оператор М £ -регулярен. Тогда
(г) имеет место действие операторов Lt,A/i : il* — » $k , k = 0, 1;
(ii) существует оператор Л/о"1 €
(in) существует оператор Lf1 6
В п. 1.3 изучаются относительно присоединенные векторы Пусть
оператор М L-регулярен. Тогда из теоремы 1 вытекает существование
операторов Я = MQILO € £(il°) и 5 = ^Г1^ € ДН1), посредством
которых можно разложить L-резольвенту оператора М в ряд Лорана
Л/)-1 = - £ nkHkU^(I - Q) + Е tTkSk-lL?Q
k=0 k=l
в кольце |/j. j > ;•. Кроме того, аналогично можно установить существо-
ванне операторов G — ЬцМ^ € £(5°) и Т — 3/iIf' £ £-($1) и получить
разложение
- Q) + £ /Г^Г'
t=o t=i
Определение 3 Точка ос называется устранимой особой точкой, по-
люсом порядка р е N, cytyecmeeMKo особой точкой L-резольвенты
оператора Л/, если соответственно Я = О; Яр ^ О, Яр+1 = О; Я' ^  О
Теорема 2 Пусть оператор М L-регулярен, и точка оо является
(г) существенно особой точкой L-резольвенты оператора М. То-
гда М -корневой линеал оператора L содержится в Н°.
(п) полюсом порядка р £ N L-резольвенты оператора М. Тогда
М-корневой линеал оператора L совпадает с il° и состоит из М-
присоединенных векторов оператора L высоты не больше р.
(in) устранимой особой точкой L-резольвенты оператора М. То-
гда kerl/ = U°, imL = J1» и любой собственный вектор оператора L
не имеет М -присоединенных векторов.
В п. 1.4 излагается теория регулярных пучков матриц Кронекера-
Вейерштрасса и устанавливается связь этих результатов с нашими
результатами.
В п. 1.5 изучаются разрешающие группы операторов. Пусть опера-
тор М L-регулярен, тогда уравнение Lu = Мы можно редуцировать к
паре эквивалентных ему уравнений
RL
a
 (М}й = (aL - М)~1Ми , (8)
LS(Af)/ = M(aL-'M)-1/, (9)
где а 6 pL(M).
Теорема 3 Пусть оператор М L-регулярен. Тогда существует ана-
литическая разрешающая группа уравнения (8) (уравнения (9)).
В п. 1.6 Рассмотрены фазовые пространства.
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Определение 4 Множество *8 С 23 называется фазовым простран-
ством уравнения (8), если
(i) любое решение v = v(t) уравнения (8). лежит в 03, т.е. v(t) € 53
W 6 К:
(ii) при любом г.'о € '93 существует единственное решение и £
C^CKiSJ) задачи Коши w(.0) = VQ для уравнения (8).
Теорема 4 Пусть оператор М L-регулярен. Тогда фазовое простран-
ство уравнения (9) совпадает с образом разрешающей группы (9).
В п. 1.7 Устанавливается разрешимость задачи Коши
и(0) = Щ (10)
для уравнения
f. (11)
Вектор-функцию и £ Cl((Q, r);il) П ([0, г); И) назовем решением задачи
(10), (11), если она удовлетворяет уравнению (11) на (0, т) и условию
Пусть операторы Я = М0
 1
Ьд, S = Ll
 1
М\, векторы uk, и$ 6 il*,
/* £ 5*, k = 0,1. Пусть вектор-функция /°.е Ср([0,т);#), введем в
рассмотрение множество
Г
Щ = |« е U : (I - Q)
Теорема 5 Пусть оператор М L-регулярен, функция / : [0, г) -+ К
такова, что /° € Ср([0,г);5^))ПСр+1((0,г);5<)), г(?ер - порядок полюса
в бесконечности L-резолъвенты оператора М, о, fl 6 С([0, г);^1).
Тогда для любого щ 6 ЗЛу существует единственное решение и €
C'1((0,r);iI)nC([0,r);ll) задачи (10), (11), которое к тому же имеет
вид
-*/(8)а8. (12)
Следствие 1 Пусть дополнительно к условиям теоремы 5 суще-
ствует оператор М"
1
. Тогда
5=0
В п. 1.8 рассматривается пример Леонтьева, где матрицы L и Л/
имеют вид
' 7 1 21 '
20 20 200
1 103 8
100 200 25
0 0 0
\f
\ 3 -1
4 5
-7 10304189
25 11996000
-4 -2
. Is" T"
-п
20
-70836357
119960000
13
15
Находится их относительный спектр
и вычисляется фазовое пространство
9Я/ = {ы € il : 4ui + 6u2 = 13u3 + 15/3}.
В заключение приводятся некоторые результаты счета без коммента-
риев.
Во второй главе строится численный алгоритм решения задачи
Коши. Пусть it и 5" - конечномерные линеалы, dim И = dimj; операто-
ры L, М 6 С (Я; g"), причем оператор М L-регулярен.
В п. 2.1 изучаются свойства относительных р-резольвент. Пусть
точки ц9 £ p
L(M], q = 0, 1, . . . ,р. Тогда оператор-функции
Rft*,P)(M) =
q=0 - fiq=0
называются соответственно правой р-резолъвентой и левой р-резолъвентой
оператора М относительно оператора L (короче, правой (L,p)-
резолъвентой и левой (Ь,р)-резолъвентой оператора М).
Теорема 6 Пусть р - порядок полюса L-резолъвенты оператора М
в точке оо. Тогда
(г) ker Д£,
 р)(М) Ф im R^ p)(M) = Н,
(гг) kerLf^^A/) ф шИ
Следствие 2 Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда
(г) операторы LkJ\Ik £ £(11*; 5*)- *• = 0,1:
fn^ существуют операторы М0~' е £(5°;И°). If 1
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Основной результат п. 2. 2 заключается в следущем
Теорема 7 Пусть р - порядок полюса в точке оо L-резольвенты опе-
ратора М. Тогда
(i) 1ш1(*Д[(М))р+1^Р, (13)
k—"x
(«) lim (kLLk(M))p+1 = Q, (14)t^oo
где проекторы Р и Q определены формулами (7).
Замечание 1 В численных расчетах всегда необходимо знать, с ка-
кого числа k € N можно начинать считать приближенные проекторы
Р и Q. Рассмотрим многочлен det(//L - М) = аоА" + aiA""1 + . . . + п.
Поскольку коэффициент а0 = detL, коэффициент ai состоит из сла-
гаемых, каждое из которых есть произведение определителя одного из
миноров матрицы L порядка п — 1 на число, . . ., коэффициент at состо-
ит из слагаемых, каждое из которых есть произведение определителя^
одного из миноров матрицы L порядка п — k на число, . . ., коэффициент
а„ — det(— М), то многочлен det(/^L — М) имеет порядок не больший,
чем ranki. Итак, пусть det(/iZ, — М) = aq^"~q + . . . + а„, где а? ^ О,
q < rankL. Тогда при
а
« k=q+l
мы не сможем оказаться даже вблизи точки i-спектра оператора М.
Замечание 2 Порядок полюса в точке оо L-резольвенты оператора
М не может быть больше dim И (или dim J). Поэтому в численных
расчетах проекторов в формулах (13) и (14) показатель степени р + 1
можно заменить на dim il.
Основной результат п. 2.3 заключается в следущем
Теорема 8 Пусть р - порядок полюса в точке оо L-резольвенты опе-
ратора М . Тогда
(i) l im(I- J r — M)-1L)'> + = J7*, (16)t— oo lt(p + \)
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(17)
где группы {{/' : t € К} и {Fl : t € R} определены в п.1.5.
Основной результат п. 2. 4 содержится в следущем
Теорема 9 Пусть р - порядок полюса в точке оо L-резолъвенты опе-
ратора М. Тогда
где семейство операторов {R* : t € М} определено формулой (12).
Основной результат п. 2. 5 заключается в следущем
Теорема 10 Пусть существует оператор М~1 € £(5; Я). Тогда для
любого вектора f 6 # и любого вектора щ € И такого, что
(19)
существует единственное решение задачи (1), (2), которое к тому
же имеет вид
u(t) - li
(20)
^M}-l)k"f - Л/( - 1)/.
В п. 2. 6 обсуждаются некоторые оценки сходимости.
В третьей главе полученные результаты прилагаются к расчету
экономической структуры коммунального хозяйства г. Еманжелинска.
В п.3.1 приводится кратко историко-географпческая и экономиче-
ская характеристика города.
В п. 3.2 по статистическим данным, предоставленным в админи-
страции г. Еманжелинска, были составлены две матрицы. Матрица
L - это матрица капитальных затрат, а матрица М - это матрица
текущих затрат.
L =
Г 1
50
1
25
1
200
0
г 34
35
-3
200
-1
25
-3
. 125
1
75
1
100
2
75
0
-6
125
32
45
-1
100
-1
150
1
125
4
175
3
100
0
-3
100
-1
100
3
5
-9
Ш
1 '
100
3
125
1
125
0
—7
125
-2
125
-7
50
23
30 -
И найдено фазовое пространство
ОТ = {и € И : 575и4 = 18ui + 5и2 + 54и3 + 750/4}.
В п.3.4 приведены некоторые прикидочные расчеты.
/1 = -60,/2 = -20,/3 = 0,/4 = 10
ы01 = 50, и02 = 30, иОЗ = 20
50.
О
Г612674 325314 338660 1255848421
[12619 ' 12619 ' 12619 ' 7255925 J
J_
- 12 -
[66.95969954. 23.78090193. 31.57878539. 18.31205828]
13
[88.68356764, 19.86253999, 36.45457773, 19.41593759]
[114.5376482, 13.51647534, 41.48072659, 20.64212049]
1
3
• [145.5413800, 4.10596032. 46.67702172, 22.01884142]
12
[182.9710459, -9.16682741, 52.06793992, 23.58141469]
1
2
[228.4245758, -27.30143123, 57.68382429, 25.37402038]
7
12
[283.9027008, -51.55002143, 63.56235952, 27.45194073]
2
3
[351.9105786, -83.48114832, 69.75041722, 29.88436036]
3
4
[435.5850683, -125.0595761. 76.30637053. 32.75787367]
5
6
14
[538.8541149. -178.7462661, 83.30298955. 36.18087682]
И
12
[666.6363511. -247.6235849, 90.83106883, 40.28906803]
1
[825.0910632, -335.5521072, 99.00397004, 45.25233562]
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